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45. Identitäten zwischen Eisensteinreihen
Beweisen Sie die folgende Identitäten durch Manipulation von Potenzreihen und
unendlichen Produkten in q = e2πiτ .

(a) (1 Punkt) E2
�
τ + 1

2

�
− E2(τ) = 48

�
n>0, n ungerade σ1(n)qn;

(b) (1 Punkt) Ek(τ) − (1 + pk−1)Ek(pτ) + pk−1Ek(p2τ) = −
2k
Bk

�
p �n σk−1(n)qn,

k ≥ 2, p eine Primzahl;

(c) (1 Punkt) E2(τ)− 3E2(2τ) + 2E2(4τ) = 1
2(E2(τ)− E2

�
τ + 1

2)
�
;

(d) (1 Punkt) η
�
τ + 1

2

�
= e

2πi
48

η3(2τ)
η(τ)η(4τ) .

46. Eine Modulform für Γ0(4) als η–Produkt

(a) (1 Punkt) Benutzen Sie das Resultat aus Aufgabe 17(b) um zu zeigen, dass

(η(τ)η(2τ))8 ∈ S8(Γ0(2)).

(b) (1 Punkt) Es sei f(τ) eine Funktion mit Periode 1, die f
�
−

1
4τ

�
= (−4τ2)

k
2 f(τ)

für gerades k erfüllt. Zeigen Sie, dass f |kγ = f für alle γ ∈ Γ0(4).

(c) (2 Punkte) Benutzen Sie Aufgabe (a) und (b), sowie Aufgabe 45 um zu zeigen,
dass

η(4τ)8

η(2τ)4
∈ M2(Γ0(4))

und bestimmen Sie ihren Wert an jeder Spitze.

47. Eine Modulform für Γ0(4) aus der Eisensteinreihe E2

(a) (1 Punkt) Für a ∈ Z, zeigen Sie, dass

E2(ST−aSτ) = (aτ + 1)2E2(τ) +
12a

2πi
(aτ + 1).



(b) (1 Punkt) Sei

F2(τ) = −
1
24

(E2(τ)− 3E2(2τ) + 2E2(4τ)) =
�

n>0
n ungerade

σ1(n)qn

gemäss Aufgabe 45. Zeigen Sie, dass F2(τ) ∈ M2(Γ0(4)) ist, und bestimmen
Sie ihren Wert an jeder Spitze.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass F2(τ) = η(4τ)8

η(2τ)4 . Leiten Sie daraus die Identität

q
∞�

n=1

(1− q4n)4(1 + q2n)4 =
�

n>0
n ungerade

σ1(n)qn

her.

(d) (1 Punkt) Geben Sie einen anderen Beweis dafür, dass −24F2(τ) = 1
2(E2(τ)−

E2
�
τ + 1

2)
�

in M2(Γ0(4)) ist, indem Sie ganz allgemein zeigen, dass E2(τ) −
1
N

�N−1
j=0 E2

�
τ + j

N

�
∈ M2(Γ0(N2)).

48. Eine Modulform für Γ0(4) aus Thetareihen
Es sei g(τ) = θ(2τ, 0) und G2(τ) = g(τ)4.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass g(τ) + g
�
τ + 1

2

�
= 2g(4τ). Benutzen Sie dies, um

zu zeigen, dass G2 ∈ M2(Γ0(4)) und bestimmen Sie ihren Wert an jeder Spitze.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass F2 aus Aufgabe 47 und G2 linear unabhängig sind.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass η(2τ)20

η(τ)8η(4τ)8 ∈ M2(Γ0(4)) und bestimmen Sie ihren
Wert an jeder Spitze.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass g(τ) = η(2τ)5

η(τ)2η(4τ)2 = e−
2πi
24

η(τ+ 1
2)

2

η(2τ) .
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